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���$��������������,��������9���������	��#�,��,�+��� !�5�,�+�"##@��
---Newton-Raphson for Systems of Equations--- 

Guessed Starting Vector 
6.0000     6.0000 

 
First Few Iterations 
5.8917      5.4637 
5.8504      5.5106 
5.8440      5.4770 
5.8442      5.4785 
5.8442      5.4784 
5.8442      5.4784 
5.8442      5.4784 

Iterations to Convergence 
8 
 

Most likely failure point 
5.8442      5.4784 

 
beta 
2.2294 

�

� ����"�� ��$���� ����)��������� �"��������"� ��
 �� ���������������������;�����"

��"� " �
�� ��� *��)��� 	�� � �� "��)����� 
�"� �;������� ��� %� ���������"� 
�� � ��

������������ ������������� ��D��������)��� � ����"�� ��$���� ����)���������� � �������;������ ����&���

�����
"���������
�C���

�

( ) ( )'' '� �'

' '
( �

��

� � � �

��� � � � � �
μμ

σ σ σ σ
−−

= + +

( ) ( )�� '� �'

' '
( �

� �

� � � �

� �� � � � � �
μ μ

σ σ σ σ
− −

= + +

( ) ( )
( )

�

�

( �
( �

( �

� � � ��� � �
� � � ��

= − =

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

�' '

�
'' '� �' '� �' ��� �

� � �� �

� �

� ( ( ( � (� �

� �� �

	 � 	 �

� 	 � 	

� ��� �	
� 	

� � � 	 � � � � 	 � � � � 	 � � � 	� ��� ��
� �	 	 �	� � 	 � � 	

σ σ σ σ

σ σ σ σ

∂ ∂
= =

∂ ∂

− + + −∂ ∂
= − = +

∂ ∂

( )� � �
�� �

( )
' �
�� �μ μ

( )���

( ) ( )� � ����� ��	�� ������� � =

( ) ( )
 � &�
�� ��&��� ������ � − −=
�� ��−× ����β =



10 Proc. of the 8th International Symposium on Geotechnical Safety and Risk (ISGSR)

�� �
���
� �� ������� *������ �������� !�� ��� ��"� ���������� ��� � �� ����G"� 
#������ "� ���� *������ ���E�� *������ ����

#������ "����E��*����������F������������������� �����#������ "�=��C�� ����������������;�;���"���������"�"� ���

������ ����������������� �� ����� ����������"����������������������������"�������������"����;�������� ��������

�������� �����"�"����� � ������ ���������� ����������"� ��� ����)��� ���� �������� "�!� � :�� �"� � �� �������� ��� �;��� ���

����)��� "�"������������ ���� "������� ������������ ��� "���� ���������" � :�� ��������� ��� � �� ����� 
μ�� ���� "��������
����������
σ�����"�������������"�� ���������� ���*�!���"����")���"��"����)��� ��"������������������������ 
θ��� �� �

 �"�)���"��������� ���������;�����"�������  ���)���������������������� �����������������"��"�������;���

�������������������"�" ���������;���#�;���� �
�

���$������*�6�-���������2�,��$��������������.�����������random.engmath.dal.ca/rfem/�
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�


)�� ��� � �� ������ ������"�� ��� � �� ���;�;������ ��� "����� "��;������ ����)��� �"� ��� ���������� ������������ ��� � ��

����������������������"�������� ���)� �������%����""���B ��

D)���� ��� � �� %�����"���� ��� &����"����� &�<��  ���� ���������� ��� )�������� ���"���� ��� mrslope2d. 
�)�������� �������twosided�� �� �� ���������"��������"�)"��"� � �����������
��� ����"�������;�������"�
���� ����

"���� �����"���� ���� � � ���� ���� "����"������ ���������"� ���� 
����� �� "������� ")������ ���� �'������� ��"�������������

")�������"�" �������*��)��( �!)� ���"���� �������"����;������������)"����� �"���� ����������)��" �

�
�

�

�
�
�
�

�"#��������*�6�-�������twosided����.����
.���,������$��)���
	�
.����,����1���������������������� 
�

�	��������!
!%�!�����
)%!%������&���!�!��
�(��
�
&+&
��)��
���
� �� ����)"���� ��� �������twosided� �"� ��� ���������� )�������� "�� � �� ���"�� �'������ ���"�������  ���� �"� ��

���;�;���"���������"�"����� �����""��������;�������� ��������������������� �:�� �"�;�����;"������� ���� ����� �

"���������)��"��� ���!��������������;���� ���������)�"��)�"����� ��"������"������"���������������� �����"���H���"��

��"�I�������������� � �������� ��;���� ��� ����"�����������)������������"������
*��������#������ "����+��#������ "�

����*���� ������A��� ���� ��� �� � ������!�� ����"��� =���� � *��)���+� " ��"� � �� ;�"��� ��������� ���� �� ��������

����������������� �� ������!���"������"����"��������"��� �

� �

( )� �θ θ≠

� φ′ ′−



11Proc. of the 8th International Symposium on Geotechnical Safety and Risk (ISGSR)

�

�

�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�"#���������#����
�1�������-��������*�6�-��$�$,�,�
,����,
,����-��������1�,��������
1-,������������,���������+��,��
�

�

%�����)"� ����"��������"� ��� � �� ��������� ����� ������  ���� ;���� ���������"����� "�� ��� � �"� "�)��� �� ���;�;���"����

�����"�"��"����"�������� ����� ��" ����"������ ����������"������������������������� �� ��)�������� ������ ��"����
�"����������"������"��"�� �� ��� ������ ��='��"���� �� ���������������������"������"")���'�

�

� ���*�!������"�"�����"�������� �����;�;���������"���������)��������������������� "����� ����������;���;�����

� �����"��������;��  ���� ����)������ ������������ ����� �������� ���"�����"��������)"���������!�����

������ "��)������" �&� ����,�������� �����"�"���"����������� ���� ��� � "��)�������� "�� � �����;�;������ ��� ����)��� �

��"��"���������"� � ���)�;������"��)������"� � ��� ����������"���������)�����������;������ ��������;������� ���"�

���������� � ��� ����� "��)������"� ����� ")��������� ���� ���"���;��� ���)���� � � ���� �"�������� "������� ������������

����� "���������"����������� ��"�)���� ���� �

�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�"#�������9��$�$,�,�
,����,
,����-������2�������1�,����,����*�6�
�

� �� ��")��"� " ���� ��� *��)��� -� )"�� �� �����"�����""� ������ ���� � ����� "������� ������������ ����� �

 �&��� � �����)���"� ��������� "�������� ��'���� ��� � �������������� �� �� ������"���� � � ��

���������"���� ��")��"� ���� �������)�� ������� ��� "����� � �� �'������������� � �"� � ��������� ���"� ��� � �� ����������

;�������� ��"��;���!��������)��������� �������"���������������)�"����� ��"���������� �����"��;���!��������)��������

� ����������"")��"���� ���� ��"���������������� ����������������������������"�"����� ��

�

�	��
��%����%&�%(��!�
�����&
��!���
&�����!����(�����!
!%�!�����!+&�&�����(�&%% �&����
)%!%�
� ��H���"����"�I�"������������������� ����� � �"�;�������������������� ��������� ������;�;���"���������� ������

�����"�" � *��"������� ;�� A��� ��� ���� :����� 
��-����� �� "���������� ���;���� ���� "����� " ���� �)���������� ���

�)����)"������� �����������������"�)"����� ���������*��������������!�� ����� � �#������ "�����*������
���E��
���"������������"�"��*����������#������ "�
=��=������������������"��������������. )������ �
=��������"�����"��;������

�����"�" ��


	� � � �� �� ������	�� �
���	�� ������
� ��	�����	�������������� ������ � �φ φμ σ μ σ γ′ ′ ′ ′= ° ° =

� � � �≤ ≤
��

������������	��
�θ =

� �� �
� ��θΘ = �� ���� � ≈



12 Proc. of the 8th International Symposium on Geotechnical Safety and Risk (ISGSR)

:��� �"�"��������� ������)��������"����������������������� ������������� ����"")���������������"���� �����������

������"����"������������������ ����������*�������������
=������&��� ��������� �
=���������&��� ��������� ��������


=������� ����������)"�����"�mrearth2d��������;������*��)��� �" ��"�� �������������������" �)"�������� ��

����!"�"���� ����������� ��� �� ��

�

�
�"#�������*,�,��������������+������
�	�-	�"�",�,��,�����,2����	�+�-	����	������1�,��

�

� �� "���� ��"� �"")���� ��� ;�� �� �"�����""�� ��� � �� ����� "������ � �� ���� ��

���������"����)�������� ���� ��� ��������������������������� �����
�"���������"�������

����������������� � ��� ������ �����������������#���"���������������"�)�!��*������ ����;��������

��� �� �� !����������� "��)������� ��������� ����������� ��� �� ������� ������ ��� �� � ��������� ;!�

����������������"����������� ����������!������� ��"����)������ �������������������������������������"��� ������������

��������"����������)�����)��������;!� ��

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�"#��������$1-,�����,�����,����
��+��-	�"�",�,��,�����,2����	�+�-	����	������1�,�����
�	���,��������,
,����
�

:��������������� ���;�������� ���� ��������������"��)��������������)���"����H"�����I���"���������������� �����

��"������������ ���������� ��"��������������*��)��� ���� �"�"����������)��� ���"�� ���)"��������%�������

����������� ����"")�������)�����������"�������� ������������������� �������������;!��

� 
E���

&� �!������!����������� ����!"�"� ��������� ����� "��)������"����� � ��� � ������� ���������� ���)�"� ��� �����

�

� ��%����������� �������������&�
E�����"�������"���;!���*��������������!�����������H��"���I����)����� �� �

��"�� ��������������� � ������ ��%*�!�����!"�"��*�����!��� �����;�;����!��������)��� ���"����������"��

� 
E���

�����"���������"�� ���)�;������"��)������"����� �� � ���������;!�� ���������)�;������"��)������"�

��������������������������������)�"���� ���������"����������� ��"�)�!���� ���")��"�" �������*��)�������

�

���'()�(K)�*+),(*(-�.'/� �

0�� =

��� �����φμ ′ = ( )��φμ ′ ≈ °
�������γ = ( )��� ���� φ φσ μ′ ′=

( )�θΘ = ���φ′
������ Θ ���φ′

���

�� ��� �φ′

( )

�

�
0 �

�� ��� � ���
��

� �

�� γ

φ φ
=

⎡ ⎤′ ′+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

���

���

��� ��

[ ]�� �� ��� � �� �= > ×

�� ��� �� �> ×
��

( )
�

� �
� ���� �	
 �� ��� � ��� ����
���������������������� φ φ φ

−
⎡ ⎤′ ′ ′= ° − ≡ + +⎢ ⎥⎣ ⎦



13Proc. of the 8th International Symposium on Geotechnical Safety and Risk (ISGSR)

�
�"#��������9�����,�,�1������,�����2����-��,��� �������,�!���!"�+������+��� �,2������+�-��������-�����#�.,�+�$,�����!���	�2�������


�����	��!$������������
���
�

% ����"��"���&��������)��"����� �"����")��"������ �����'������)�������(�������� �����;�;����'��������)�������

���� ��<�� ������������������������������� 
� � ����(�������)��������)��� 
� �)��������)�"�

������� ������� �� ������)�"���� �
��")��"�����" �)������ �"�������
�� ����(�������)����������)������)�"���� ��

% �� ��")��"� " �)� � ��� � ���� �"� �� H)��"�� ��"�I� "������� ������������ ����� � �������  �� ��� ���)�"� ��� ������ � ��

**�!�����'"�"�����;����'����;���"�")� ��"�� �"����������������;'�� ��)��&���"���
������ ����")���")���"�"�� ���

���� 
����"������������������������ ������(������'��+)������� �� ��� ������ ��)���
�����������"�� ������������

�������)������ ���"�"���""����� ��)� �)��&���,���"��% �"��)��&���,���"� ������)�����������������"������������

 �� ���������������"��*)�� �����")��"������� �"�������������"�)���"�����;����)������&��� �����,��� �
=������

�

�� ����
 	!����&����%�
�

:�� �"�)���� &��)�� � ��� � �� *$�!� ��� ��� ���� ����� ����)��+)�� ��")��"� ���������� ��� � ��)�'� ���) �� � � ��

�������������)��������"�����������% �"���������"�������������� ��*$�!���� ����"����������;'���"�������������

�"��� ��������)�����������
������ �������� ������'������� �������)������"��( �;�������"���������;� ���������)���

� ����������)�"�) ���� ����������"� ���� ����)�����% ��*$*!���� ������ � �� �� ���  ��������"� )��+)�� ��")��"�

��������""����� ������������������ ���������������)��������:��� ���������������)��������"�����������)����������� ��

������������;��"� �)����
�*$�!�����*$*!������� ��"������")����< ���)"����� ��*$�!���� ���� �������
����
�"��������������� ��"��������������������������� ���������������)������������""�;����:����'�;��-)"����������������

"����������������;��"�)�� ����������'�"����������;����'��"����������"���
����� �"�����������"�������������;�����������

� �����������)�����������������������������;��"��

% ��*$*!��"��'������'�"�������"����������,���������;���
����) �� �� ��H��"����&��'I����)�"����� ���������

���)�������;��"������)"������)���������)���)"������)�����"���)����
������(������:��� �"������
����������������"��)�����

��� ����"������"������) �� �� ����"����&��'����)�"�������)���)"������.�)����*�� "���������� ������"'"���"����

�����������+)�����"��&���(������)�"����"��������������� ������������������'�;��)����������������������������

�)������������ ������������������)�"����� �������;����'�����(��% ����� ���"���"���;)"�
���������������)����)"����

�����'� ������;��� "���)����� :�����"���� ������"� ���� ����)������ ��� �(���������� � �"� ������� � ��� �)������� �������

�����;��"��

% ��**�!��"������������)���������'������"������� ���� ���")�������"�"�������'����������������������"�
������� ����)��������������;�����������������������������������" 
� �����)���;'�!�����������"��)������"��% ��

��� ��� �"� � �� ���'� ���� � ��� ���� �������'� ����)��� ���� � �� ����
� "�������� ���������� ���� "������� ������������
"��)��)��������"��������"����A�� �� ���(�����"����"���������� �"��������������������"�������(�������� �����;�;����'�

�������)����"����)�������������'�������������"���

% �����"���(�������(�������� ��������������������������� �"�����");-��������������'���� ���,������)�����

��;����% ����")��"���������������(��)�� ������"���������������������� ��� ������ ��)�������;�������;�)��E������

� ��"����� ��� ���;����� ��;�"���% �"��"����"�"�����)�� ������������������"����"�)���"����� �"����;���
�) �� ��������

�������)������������"����'��;"�����������"�����������������% ��"�������(������" �)���� ������)��������"�������
������������ ����� � ��� ��� ������� ���� � ���"")��� ���;���� ���) �� � � �� ���� � ���"")��� ����)���� ;'�**�!�)�"�

���������)�� ���������������������"�������)��;�"������������)���"����"��������&������������������������&�"���&����

��(��)�� ��� � �� ���;�;����'� ��� ����)���)�"� �;"������ ��� �� H)��"�� ��"�I� ������������ ����� � "������� ��� � ��)����

 ��� ���:��� ���;"�������������+)����'���������� ��"������������������������ ������"����"���
�� ��H)��"����"�I�"�������

����������������� ���� ��;����������'��"")�����������"�����������"�����

�

�	�

�	�

�	�

�	�

�	�� �	� � �� ���

� �

Θ

����

����
��

��������� ���� = �Θ ≈
� Θ

���

���� =

� φ′ ′−

��



14 Proc. of the 8th International Symposium on Geotechnical Safety and Risk (ISGSR)

��"�� �""�""����� ��� ��"���� ����)��� ���)���"� ��� �"������� ��� � �� ���;�;������ ��� ����)��
� ���� ���� ;�� � ��

���"��)����"��������)����� �����"��)����"��������)������� �� ���"����"�������
�;)��� �����;�;�������������)�������;��

�"������������������������ ����������"���;���� �������;�;���"��������"����������"���������� ���
��������*$�!
�

*$�!������*�!��:������� ����� ��"
�� ���������"��""���������� ��"���
������������"�������� �����;�;���������

����)��
� ��� ��� )�������� ��� "�������;�����
� ���������� ��� � �� "�������� ������������ �)�������� &��� � �� ��� ��"�

���)����� � �� ����� ���� "�������� ���������� ��� � �� ���)�� ������� �����;��"
� ;)�� � �� �*�!���"� ������ ��� ��"��

���)������ �������������;�)�� "������� ������������ ����� "��� �������� ������ ��� �� ��� �� "����� ��������"���"� ����

�)���"����"� ��� ��")��"� ������ ;�� � �� ���������� ��� ��"
�� �� � ��� �� �)���� )"��"� ��� � ���� ������� ������������ ���

���;�;���"���������� �����������"�"���

�
������ ����
�
&��
+2�
�,!
��+��9���"#$%���,�&�
����������
����-
�,
��2

,
',�,�1�,��������+�,�
����
',�,�1�-
�'������9+
�(+��,�������

���

5�+�������6,����
&��
+2�
�,!
��+�� 9��� #
,��,�+��� 
���� 
��� *������� #�&�� �"#$)�� :���	����� ��� ��,�� �+�

� ��
����+� �-
�,
�� 2

,
',�,�1� ��� �+��

���-
���,2����
����+����
�'���&�����������$#�$���"�$#�
&���� &�� D�5�� 
��� (
���� >�� �"##*�� 9
�'
',�,�1� �����-��� ,�� ���,���
,��8� ��-+
�,�� ��� &--�,�
�,���� ��� �,2,�� 
���

��2,
������
�����,���
,��"�������B�+��>,��1���5�����:����

A
��+�
��#�A���"#$+��9
�2��
��������+��(�����*,��+

���6���

��	���
A
��+�
��#�A���
���:��

��(�5����$?@$��5���+
��,��*�6�,�������������-
��,��,������������� ��!"���#���	
���$#-�-���--?�-)+�
A
��+�
��#�A��
����+
,��,
���B�(���"##+�����$�%&�$��'�%!(�	�%���������!������� !��%$��!"�!����!"��>,��1���+,�+����
��.�7��
A
��+�
�����,���D


,���&�B��
���>
������9�
�B���$???��:���	��������-�
��.
��
�-
���	
���,��-

�,
��1��	'��
�������-������

�+���
,�,�
��-������2����9
���5��-��5�
'������������/
�,����
�����A
�&��
��-$$�-$)�

,6
��,���B�&���"#""���,�&��
�
���������
� ,��

��
	��	
��������+�,�
����
�	
����4���,��� ����	
���,2��� ��� �+��&�
���1����

#�����+�,�
��9
�����,��
����6

�+�"#""�

	��
���B�6���"###��*
���
������
���1�
���
��,
',�,�1�,��������+�,�
�����,���
,������������ �����!#���!��!"��$")�-���+#*�

+$)�

*�������#�&��
����
��

�&�����D���$??#��5,�	�
�,������

������,�����2,
����
��
2�

����	'�,2,�,���������!"���� ��$$)�?���
$*++�$*-?�

*�������#�&��
���#
,��,�+���
�����$??+��5�
�,��,������'���&�����	��,2,�1��+
�	�+�
��,�-���'�	���������+
��,�����,	���
%����
����)�������"?�)���$@"%�$@+#�

*�������#�&��
���#
,��,�+���
�����"##"��9
�'
',�,��,����	��
�,������������������-
�,
��1�

�������,����������� �����!#���!�
�����$"@�%���+@$�+?#�

*�������#�&���#
,��,�+���
����
���>,��,
����6�A���"##%�����,
',�,�1�����

�,�,��
��
��
,�,���.
������,�����*���� !�+)���%%�$���
%%�)"�

*�������#�&��
���#
,��,�+���
�����"##@���,�&�&����������,��#�����+�,�
�����,���
,����B�+��>,��1���5�����D�'�&���
#
,��,�+��� 
���� 
��� *������� #�&�� �$??+�� 5��-
��� '���
�+� .
��
� 
��
,�,��� ��
	��	
��� ��	����� ��� �-
�,
��1� 

����� ��,���
�*���� !�+)���-+�-���%**�%@*�

#
,��,�+���
����
���0
����9�&���$???��5��-����
',�,�1�
�
�1�,��'1��,�,��������������*���� !�+)���-?�+���+@*�-#+�
#
,��,�+���
�����*�������#�&��
���(2������
�����"##"��9
�'
',�,��,��������+�,�
��
�
�1�,�8�D�.��,��,�	��������,����������'�1�

9
���:��������������&%&�$��������!������� !�������� !��%$�%!(����!�,������������,%���!�����������9������
����
�����9	'��
�#����������#�
�
�1��+�"#�

#
,��,�+���
����
���5�,�+��:�6���"##@��,	��
,�
��6��+������
����,���
����+
-�
����D
��	�����"��������A��	�
	����

D	
������&�6��	����,�����������?�����3	���	���,�2	�,	���
����������������������	������!"���� ���	
�����������������
D�	����B��	���#�,��,�+
��
����4�
��2	�,��
����*4
6�,��	�
,�- ��������+	�,�
��3	�- ���	��)���	%-��'��!!�������"���?�
�	����#�>����&

��,	��
���?@�������.�%&$�������%���%/%�%�������������
�-����-��-	��������#�.	�����1�7��1�����������

���.�#4�������-��	�,�����7	.	
	$,��B	-	����1�#�A��A	��+���	���>�&��6	�����	���,�����6&�
�	����9�&��	���#�,��,�+
��
������??���*,�,���� ������
 �-��
�	�, ,�1%>+1�	������,����
�
�,  ���	.,����,�� �
&�9�����'64#�

�:�����
��#����9	����	���5��9,����
(�(	$���6�����	 ��A	 $��	��--�"@?�"?!�
�����:�7���>+,����>��	���:�� �
��4�#����?@!��#�����+�,�	 ����,����,����9,��	���A�
����
��.��A�7��	���#	����>����??������,�,������ ,	�, ,�1��2	 �	�,����
,���
-��	�
+��������!"���� ���	
����B� 1��--���?��"��

��.�� A�7�� 	��� #	���� >�� ������� ���,�,���� 
-��	�
+���	 ���,�+�� ���� �,�
�������� �� ,	�, ,�1� ���+����� �!"� ��� �� �	
���

���������--��!�@��!@��

6	��,���9�&����������� ��	���5�+�� ����6,��
��9�,2	���������,�	�,����
6�1��+����#�#����?)!���5�������������
�	��+�����+����	�,����	-	�,�1���������	�,��
��
%!%(�%!������� !��%$���)�!%$��������

�)��)��
6,�+	 �.
$,��
���� ����?����,�,�	 � -�� �  �2� �	���
�	�, ,�1����
 �-�
� ,����	�� 	��
�, 
���������� �����!#���!��!"���!"�!���

������@�
5�+,����1����
�9������?��9���	�, ,
�,�����+��
�	-- ,������
 �-�
�	�������,��
��65�#+�
,
���� ��	���5�+�� ����6,��
�
5�,�+��:�6��	���#�,��,�+
��
�����������9����	��,����+��*,�,���� ������6��+�������������B�+��>,	�1�
�5������+,�+��
���

>+,
������������?@����2�	��
,��� 
+����	��	�
����,��� ,�����
��+�,��	����,����,������������ ��!"���#���	
���������������
�@@�

�+��� 
��� #�,��,
+��� 
���� ���� *��
���� #�&�� ����?�� >���
� ����� �����	�
,��� 	���
+� ,�� -�����,	,�
,�� �	�-�� �
��,	,
1� ���	1�,���
�*���� !�+)���2�	� ?��������--�@��@@�


